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Введение. Каждая случайная величина полностью определяет-
ся своей функцией распределения. В то же время при решении 
практических задач возникает необходимость знать числовые пара-
метры, которые позволяют представить основные особенности слу-
чайной величины в сжатой форме. К таким величинам относятся 
начальные и центральные моменты. 
В настоящей работе рассматриваются связи между начальными, 
центральными и факториальными моментами случайных величин, 
способы вычисления одних моментов, используя другие, и вычисле-
ние моментов случайных величин, используя числа Стирлинга пер-
вого и второго рода. 
О моментах случайных величин. Моментом n -го порядка 
( 0,1,2,n …= ) [1] случайной величины X  относительно числа 
a  называется математическое ожидание ( )( )nM X a− . 
Начальным моментом n -го порядка ( 0,1,2,n …= ) [1] 
случайной величины X  (относительно числа 0a = ) называется 
( )nn M Xα = . Заметим, что 0 1α = , 1 ( )M Xα = . 
Центральным моментом n -го порядка случайной величины 
X  (относительно центра распределения, т.е. числа 
( )a M X= ) [1] называется ( )( )( )nn M X M Xµ = − . 
Очевидно, что 0 1µ = , 1 0µ = , ( )2 D Xµ = . 
Факториальным моментом n -го порядка ( 0,1,2,n …= ) 
[2] случайной величины X  относительно числа a  называется 
математическое ожидание ( )( ) ( )( )1 1M X a X a X a n…− − − − − + . 
Начальным факториальным моментом n -го порядка 
( 0,1,2,n …= ) [2] случайной величины X  (относительно чис-
ла 0a = ) называется [ ]
[ ]( ) ( )( 1 ...nn M X M X Xα = = −  
( ))1X n− + . Заметим, что [ ]0 1α = , [ ]1 ( )M Xα = . 
Центральным факториальным моментом n -го порядка 
( 0,1,2,n …= ) [2] случайной величины X  (относительно цен-
тра распределения, т.е. числа ( )a M X= ) называется 
[ ] ( )( )
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Заметим, что [ ]0 1µ = , [ ]1 0µ = , [ ] ( )2 D Xµ = . 
Центральные моменты n-го порядка случайной величины X  
связаны с ее начальными моментами соотношением 
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Так, например, 
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Начальные моменты n-го порядка случайной величины X свя-
заны с ее центральными моментами соотношением 
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Так, например, 
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Для установления связи между факториальными моментами и 
моментами случайной величины рассмотрим следующие определе-
ния и соотношения. 
Выражение 
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называется факториальным многочленом степени n. Коэффици-
енты 
( )n
iS  называются числами Стирлинга первого рода и могут 
быть получены с помощью рекуррентной формулы 
( )( ) ( 1) ( 1)1 1
n n n
i i iS S n S− −−= − − . 
Действительно, 
[ ]1 (1)
1k S k=  и (1)1 1S = ; 
[ ] ( )2 2 (2) 2 (2)2 11k k k k k S k S k= − = − = +  и 
(2)
2 1S = , 
(2)
1 1S =− ; 
[ ] ( )( )3 3 21 2 3 2k k k k k k k= − − = − + =  
(3 ) 3 (3 ) 2 (3 )
3 2 1S k S k S k= + +  и (3 )3 1S = , (3 )2 3S = − , 
(3 )
1 2S = . 
Докажем рекуррентную формулу для чисел Стирлинга первого 
рода. 
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В первой сумме полученной формулы введем замену 
1m m+ = , тогда формула примет вид: 
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Т.к. 
[ ] ( )
1
n
n n m
m
m
k S k
=
= ∑ , то имеют место формулы: 
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−= , ( )
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11
n n n
m m mS S n S
− −
+= − − , 
( )( ) ( 1)1 11
n nS n S −= − − . 
Итак, получена следующая рекуррентная формула: 
( )( ) ( 1) ( 1)1 1
n n n
i i iS S n S
− −
−= − − , полагая 
( ) 0niS = , если 
1i <  или i n> . 
Так, например, если 3n = , то (3 ) (2 ) (2 )1 2i i iS S S−= −  и: 
( )(3 ) (2 ) (2 )1 0 12 0 2 1 2S S S= − = − ⋅ − = , 
(3 ) (2 ) (2 )
2 1 22 1 2 1 3S S S= − = − − ⋅ = − , 
(3 ) (2 ) (2 )
3 2 32 1 2 0 1S S S= − = − ⋅ = . 
Следовательно, факториальный многочлен степени 3n =  
равен 
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1 2
3 2 .
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Некоторые значения 
( )n
iS  внесем в таблицу 1. 
Начальные факториальные моменты n-го порядка случайной 
величины X  связаны с ее начальными моментами соотношением 
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где 
( )n
iS  − числа Стирлинга первого рода. 
Центральные факториальные моменты n-го порядка случайной 
величины X  связаны с ее центральными моментами соотношени-
ем, которое легко получить из соответствующего соотношения для 
начальных моментов, полагая ( )X X M X= −  
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где 
( )n
iS  − числа Стирлинга первого рода, так как 1 0µ = . 
Так, например, [ ] 22µ = µ ; [ ] 3 23 3µ = µ − µ ; 
[ ] 4 3 24 6 11µ = µ − µ + µ . 
Для установления связи между моментами и факториальными мо-
ментами случайной величины рассмотрим следующие соотношения. 
Заметим, что имеет место соотношение 
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Коэффициенты 
( )n
ia  называются числами Стирлинга второго 
рода. 
Очевидно, что 
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Докажем рекуррентную формулу для чисел 
( )n
ia . 
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Таблица 1 
n  ( )1
nS  ( )2nS  ( )3nS  ( )4nS  
( )
5
nS  ( )6nS  ⋯  
1 1       
2 –1 1      
3 2 –3 1     
4 –6 11 –6 1    
5 24 –50 35 –10 1   
6 –120 274 –225 85 –15 1  
⋯  ⋯  ⋯  ⋯  ⋯  ⋯  ⋯  ⋯  
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В первой сумме полученной формулы введем замену 
1m m+ = , тогда формула примет вид:  
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т.к. 
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= ∑ , то справедливы формулы: 
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Таким образом, для чисел Стирлинга второго рода получена ре-
куррентная формула: 
( ) ( 1) ( 1)
1
n n n
i i ia a ia
− −
−= + , 
полагая 
( ) 0nia = , если 1i <  или i n> . 
Так, например, если 3n = , то (3 ) (2 ) (2 )1i i ia a ia−= +  и 
(3 ) (2 ) (2 )
1 0 1 0 1 1a a a= + = + = ; 
(3 ) (2 ) (2 )
2 1 22 1 2 3a a a= + = + = ; 
(3 ) (2 ) (2 )
3 2 33 1a a a= + = . 
Следовательно, имеет место соотношение: 
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Некоторые значения 
( )n
ia  внесем в таблицу 2. 
Начальные моменты n-го порядка случайной величины X  свя-
заны с ее начальными факториальными моментами соотношением 
( )
[ ] [ ] [ ]( ) [ ]1 1( ) ( ) ( ) ( )0 1 1
1
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n
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=
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где коэффициенты 
( )n
ia  – числа Стирлинга второго рода. 
С учетом последней формулы, начальные моменты n-го поряд-
ка случайной величины X  можно найти так: 
[ ]
( )
1 !
nn
m
n m
m
T
m=
α = α∑ , 
где коэффициенты 
( )n
mT  – последовательность A019538 в OEIS 
(англ. On-Line Encyclopedia of Integer Sequences, Энциклопедия це-
лочисленных последовательностей). 
( )n
mT  могут быть получены с 
помощью рекуррентной формулы ( )( ) ( 1) ( 1)1n n nm mmT m T T− −−= + , 
полагая 
( ) 0nmT = , если 1m <  или m n> . 
Центральные моменты n-го порядка случайной величины Х 
связаны с ее центральными факториальными моментами соотноше-
нием 
[ ] [ ] [ ] [ ]
( ) ( ) ( ) ( )
1 1
1 2 2
,
n n n
n n n n
n m m mm m m
m m m
a a a a
= = =
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где коэффициенты 
( )n
ia  – числа Стирлинга второго рода. 
Это соотношение легко получить из соответствующего соотно-
шения для начальных моментов, полагая ( )X X M X= −  и 
учитывая, что [ ]1 0µ = . 
Так, например, 
[ ]2 2µ = µ , [ ] [ ]3 3 23µ = µ + µ , [ ] [ ] [ ]4 4 3 26 7µ = µ + µ + µ . 
Заключение. В работе представлен общий подход к вычисле-
нию моментов распределений случайных величин. Полученные ре-
зультаты могут быть использованы при вычислении моментов зако-
нов распределений. 
Так, например, в [3] получены соответствующие формулы для 
вычисления начальных и центральных моментов биномиального, 
геометрического распределения и распределения Пуассона и уста-
новлена их взаимосвязь с некоторыми целочисленными последова-
тельностями. 
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Таблица 2 
n  ( )1
na  ( )2
na  ( )3
na  ( )4
na  ( )5
na  ( )6
na  ⋯  
1 1       
2 1 1      
3 1 3 1     
4 1 7 6 1    
5 1 15 25 10 1   
6 1 31 90 65 15 1  
⋯  ⋯  ⋯  ⋯  ⋯  ⋯  ⋯  ⋯  
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